Szacowanie niepewnosci
w pomiarach laboratoryjnych

1 Cel éwiczenia

Zapoznanie sie z metodami obliczania niepewnosdci wielko$ci mierzonych i wyliczanych
w laboratorium fizycznym.



2 Wprowadzenie

Niniejsze ¢wiczenie przewidziano jako ¢wiczenie wstepne, zapoznajace z szacowaniem niepewnosci w
pomiarach laboratoryjnych. Jest ono realizowane przez kazdego studenta poza pracownia, jako praca
domowa, ktorej zakres ustala prowadzacy. Istotne zmiany nomenklatury i poje¢ w technice opracowa-
nia wynikéw pomiaru, wprowadzane od lat dziewieédziesigtych w $wiecie, a obecnie rowniez w Polsce,
zmusily do poprzedzenia czesci praktycznej wprowadzeniem utatwiajacym realizacje tego ¢wiczenia.
Dodajmy jednak, ze rzetelne przygotowanie si¢ do ,,szacunku niepewnosci” w pomiarach laboratoryj-
nych wymaga w zasadzie przyswojenia sobie podstawowych wiadomosci ze statystyki. Oprocz wielu
podrecznikéw, pomoca w tym moze stuzy¢ ,Wirtualne Vademecum Statystyki” znajdujace si¢ w ma-
teriatach dydaktycznych na stronie Wydzialu Fizyki i Informatyki Stosowanej AGH (pozycja [5] w
spisie literatury).

Pomiar i zapis wyniku pomiaru

Pomiar. Aby cokolwiek zmierzy¢, musimy znaé definicje mierzonej wielkosci (np. co to jest dtu-
gos¢?) oraz jej jednostke (np. metr), musimy dysponowaé sprawnym przyrzadem pomiarowym
(np. liniatem czy ta$ma metalowa, suwmiarka, $ruba mikrometryczna) wyskalowanym wedtug
wzorca. Poréwnujac wielko$¢ mierzona (np. dlugosé stotu) z jednostkowa dtugoscia (np. 1 mm
na przymiarze metalowym) — uzyskamy wynik pomiaru, to jest liczbe wraz z jednostka (np. 1522
mm). Podobna jest procedura pomiaru wielkosci fizycznych wyznaczanych metodami posredni-
mi, na przyktad pomiar temperatury za pomoca termometru spirytusowego z wykorzystaniem
zjawiska rozszerzalnosci objetosciowej cieczy.

Wynik pomiaru i jego zapis. Liczba otrzymana w wyniku procedury pomiarowej wraz z jednost-
ka, np. przytoczony powyzej rezultat pomiaru dtugosci stotu 1522 mm, nie jest pelng informa-
cja o mierzonej wielkosci. Potrzebna jest réwniez ocena wiarygodnosci uzyskanego rezultatu
polegajaca na oszacowaniu tzw. niepewnosci wyniku. Rozrézniamy dwie metody obliczen nie-
pewnosci pomiaru: metode typu A (stosowana dla serii pomiar6w) lub metode typu B (np.
dla pojedynczego pomiaru niepewnos¢ szacowana jest z niepewnosci wzorcowania przyrzadu
lub w oparciu o tzw. dziatke elementarng stosowanego miernika). Najczesciej wykorzystuje sie
pojecie niepewnosci standardowej (u). Przyjeto umowe, ze wynikiem pomiaru jest uzyskany
liczbowy rezultat pomiaru wraz z wartoscia liczbowa oszacowanej niepewnosci standardowej —
obie liczby reprezentuja pewne wielkosci, wyrazone przy uzyciu tej samej jednostki! Nie-
pewnos¢ standardows zaokragla sie do maksymalnie dwoch cyfr znaczacych, a wynik pomiaru
zaokragla sie i podaje z miejscami znaczacymi zgodnymi co do pozycji z niepewnoscig. Na
przyktad, zapisujemy wynik: 1522 z niepewnoscig 1, ale nie 1522 z niepewnoscia 0,9. Albo
1,00061 (u = 0,00027), czy zaokraglony 1,0006 (u = 0,0003), ale nie 1,0006 (v = 0,00027). Ka-
rygodnym jest podawanie wszystkich cyfr wynikajacych z obliczen numerycznych przy uzyciu
kalkulatora, np.: 1522,79346214 (u = 1,35791622).

Nazewnictwo. W jezyku potocznym, a takze w wielu dotychczasowych opracowaniach nauko-
wych i technicznych stosuje sie pojecie btedu i uscislenia tego pojecia przydatne do opisu efektoéw
spowodowanych réznymi przyczynami (zréodtami) réznic wyniku pomiaru wielkosci mierzonej i
jej wartosci prawdziwej. Przez btad rozumie sie réznice wyniku pomiaru i wartosci prawdziwej,
zazwyczaj nieznanej.

Ocena niepewnosci typu B (pomiar jednokrotny)

Dos¢ czesto w zyciu codziennym, w technice i nauce uznajemy za wystarczajace jednokrotne
wykonanie pomiaru. W zaleznosci od potrzeby dobieramy wéwczas przyrzad pomiarowy odpo-
wiedniej jakosci (doktadnosci). Na przyktad, w pomiarach dlugosci czy grubosci jest to linial
metalowy z najmniejsza dziatka pomiarowa 1 mm albo suwmiarka (z dziatka 0,1 mm lub 0,005
mm) czy tez $ruba mikrometryczna z dziatka 0,01 mm. Do kazdego przyrzadu pomiarowego
powinna by¢ dostarczona informacja producenta o doktadnosci z jaka mierzy dany przyrzad
(czesto sprowadza si¢ ona do podania tzw. bledu maksymalnego — maksymalnej réznicy mie-
dzy wynikiem poprawnego odczytu ze skali przyrzadu a wartoscia prawdziwa). W przypadku
braku takiej informacji przyjmuje sie, ze doktadnosé¢, z jaka mierzy dany przyrzad jest réwna
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wartosci dziatki elementarnej (np. 0,01 mm dla $ruby mikrometrycznej, czy tez 1 mm dla przy-
miaru metrowego). Zdarzaja sie jednak przypadki, ze na przyrzadzie zaznaczone sa drobniejsze
dzialki, niz to wynika z jego rzeczywistej doktadnosci (np. dziatki jednomilimetrowe na kilkuna-
stometrowej tasmie mierniczej powszechnego uzytku). Wtedy to nalezy kierowaé sie wlasnym
doswiadczeniem i przyja¢ rozsadnag warto$¢ doktadnosci z jaka mierzy dany przyrzad, réwna
wielokrotnosci dziatki elementarnej (np. 1 ecm dla wspomnianej wyzej tasmy mierniczej, o ile
mierzona dtugos$¢ przekracza kilka metréw). Podobnie, wykorzystujac przyrzad analogowy, np.
woltomierz wychytowy magnetoelektryczny, mozemy oszacowaé doktadnosé wyniku pomiaru na
podstawie tzw. klasy przyrzadu. Klasa przyrzadu to liczba, ktéra okresla jaki procent uzywane-
go w pomiarze zakresu przyrzadu moze by¢ utozsamiany z doktadnoscig pomiarows, a doktadnie
— bltedem maksymalnym. I tak, pomiar napiecia 12,5 V przy zakresie 30 V, przyrzadem klasy
”1”, wykonany jest z doktadnoscig wynoszacg 1% z 30 V = 0,3 V. Oszacowanie niepewnosci
pomiaru jednokrotnego metoda typu B, up, dokonujemy w oparciu o analize a priori (przed
pomiarem) wszystkich znanych zrédet niepewnosci, w szczegdlnosci o informacje o danym typie
przyrzadu i metodzie pomiaru. Korzystamy tu z danych producenta przyrzadu oraz analizuje-
my warunki, w jakich pomiar zostat wykonany. Oznaczmy doktadno$¢ pomiaru przez A — jest
to zwykle najmniejsza dziatka uzywanego przyrzadu (ew. btad maksymalny). Przyjmujemy za-
zwyczaj, ze z rownym prawdopodobienstwem nieco rézne wartosci mierzonej wielkosci moga sie
zawiera¢ w przedziale (u £+ A), gdzie przez p oznaczamy tzw. wartosé¢ oczekiwang zmiennej
losowej, ktora reprezentuje mierzona wielkos¢é. Wartosé oczekiwana moze by¢ utozsamiana ze
wspomniang wezesniej ,prawdziwg’ wartoscig mierzonej wielkosci (np. uzyskang — z bardzo
dobrym przyblizeniem -— w pomiarach o wyjatkowo wysokim stopniu doktadnosci). Z rozwazan
statystycznych tego postulowanego tzw. rownomiernego rozktadu zmiennej losowej wynika, ze
niepewnos$¢ standardowa typu B, ug, pomiaru tym przyrzadem wyraza sie wzorem

up = A/V3 ~ 0.58A. (1)

Przyktad 1.

Zmierzono suwmiarkg grubos$é¢ ptyty stalowej i odczytano wynik 24,8 mm. Zapiszemy wynik
pomiaru: 24,8 mm (A = 0, lmm) zaznaczajac, ze na podstawie informacji o przyrzadzie przy-
jeliSmy wartos¢ dziatki elementarnej réwna 0,1 mm. Pomiarowi temu przypiszemy niepewnos¢
standardowa, u, réwna 0,06 mm [wzdr(1)], zaznaczajac, ze uwzgledniliémy tylko informacje o
jakosci przyrzadu (suwmiarki).

Ocena niepewno$ci typu A (pomiar wielokrotny)

Jezeli oceniamy, ze zmienne warunki pomiaru lub zmiany mierzonego obiektu moga powodowac
nieco rézne wyniki pomiaru, czesto decydujemy sie na wielokrotne powtarzanie pomiaru. Na
przyktad, wyniki pomiaru $rednicy dos¢ dtugiego, metalowego drutu o przekroju kotowym, wy-
konywane sruba mikrometryczna w réznych miejscach drutu moga znaczaco si¢ r6zni¢. Oznacz-
my kolejne wyniki n-krotnie powtorzonego pomiaru przez x;, gdzie indeks ¢ oznacza numer
pomiaru (i = 1,...,n). Wéwczas $rednia arytmetyczna T z wynikow pomiaréw jest dobrym
oszacowaniem (w statystyce uzywamy terminu: estymatorem) wartosci oczekiwanej pu:

ixi — L. (2)

(Z powyzszego wzoru wynika, ze dla liczby pomiaréw rosnacej nicograniczenie $rednia arytme-
tyczna staje sie¢ doktadnie wartoscia oczekiwana).

Niepewno$¢ standardowg typu A, u 4, mierzonej wielkos$ci x utozsamiamy w tym przypadku z
odchyleniem standardowym $redniej S(Z); i tak niepewnosé standardowa u, opisana jest
wzorem:

0-4



Okreslajac niepewnos¢ standardowa obowigzani jestesmy do wyeliminowania w praktyce btedu
systematycznego. Zaktadamy, ze poprawne obliczenie wyniku i jego niepewnodci jest poprze-
dzone eliminacjg tzw. bledéw grubych (pomylek) i korekta wplywu znanych Zrédel bledow
systematycznych na wynik pomiaru.

Z kolei miara rozproszenia wynikOw w serii pomiarowej jest

n

> (zi—)?

=1 o. (4)

(7’L — 1) n—0o0

Wystepujaca we wzorze (4) wielkosé S(x), zwana czesto $rednia odchytka kwadratowa (od
sredniej), jest estymatorem (oszacowaniem) tzw. odchylenia standardowego pojedyncze-
go pomiaru, o, a wiec miary rozproszenia zmiennej losowej (mierzonej wielkosci) wokét jej
wartos$ci oczekiwanej. Z powyzszego wzoru wynika zasadnosé¢ wielokrotnego powtarzania po-
miaru — o ile $rednia arytmetyczna kazdej serii pomiaréw stanowi ,takie samo” oszacowanie
wartosci oczekiwanej, to zwigzana z tym szacunkiem niepewnos$é¢ maleje ze wzrostem liczebno-
Sci serii. W granicy — analogicznie jak w przypadku wzoru (2) — dla liczby pomiaréw rosnacej
nieograniczenie S(z) staje sie dokladnie odchyleniem standardowym.

Jezeli wyniki pomiaréw w serii xzy,...,x, sa otrzymywane w sposéb (a) niezalezny i (b) w
warunkach zapewniajacych taka sama dokladno$¢ pomiaru, a takze jezeli liczba pomiaréw (n)
staje sie znaczaco duza (teoretycznie powinniSmy rozpatrywaé przypadek n zdazajacego do
nieskonczonosci; w praktyce wystarcza zwykle n ok. 20+ 30) to zmienna losowa jaka jest wynik
pomiaru x podlega tzw. rozktadowi Gaussa (rozktadowi normalnemu) o wartosci oczekiwanej
i odchyleniu standardowym o. Rozktad ten okresla funkcja gestosci prawdopodobienstwa,

f(x), dana wzorem
fa) = — exp(—w). Q

NG 202

Funkcja f(x) okresla prawdopodobiefistwo P przyjecia przez zmienna losowa X wartosci z
okreslonego przedziatu zmiennej (z, x + dx); konkretnie

PlX € (z,z+dz)] = f(x)dz. (6)

0,5
S
0,4

[\
0,2 / \‘

0,1 \
-5 -4 -3 -2 -1 0 | 2 3 4 5
u=x-u)/oc

Rysunek 0-1: Rozklad normalny (Gaussa). Wykres gestosci prawdopodobiefstwa f(u) zestandary-
zowanej zmiennej u = (x — p)/o, gdzie = oznacza wynik pomiaru, p — wartos¢ oczekiwana, a o —
odchylenie standardowe rozktadu.
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Na rys.0-1 przedstawiona jest funkcja Gaussa dla tzw. zestandaryzowanej zmiennej losowe;j

X —p
—

U= (7)
Jest to zmienna, ktérej ,naturalnym” zerem jest jej wartos¢ oczekiwana, a ,naturalng” jed-
nostka — jej odchylenie standardowe. Rozktad Gaussa — funkcja f(z) — ma ksztalt dzwonowy,
przy czym szeroko$¢ rozktadu jest proporcjonalna do odchylenia standardowego o. Wartos¢
oczekiwana p jest, dla tego rozktadu, rowniez wartosciag najbardziej prawdopodobna.
Catka tej funkcji liczona od x; do x5 okresla prawdopodobienstwo uzyskania wynikéw pomiaru
w przedziale (z1,z5). I tak, prawdopodobiefistwo uzyskania wynikow:

w przedziale  (up—o,pu+0)  wynosi ok. 68,3%,

w przedziale ((u — 20, + 20)  wynosi ok. 95,5%,

w przedziale (u — 30,1+ 30)  wynosi ok. 99,7%.

Przyktad 2 (patrz Tabela 2).

Zmierzono srubg mikrometryczng $rednice drutu miedzianego. Oceniono, ze z uwagi na jakosé
powierzchni, mozliwe btedy przy wytwarzaniu drutu oraz stopien jego zuzycia, niezbedne jest
wykonanie pomiaréw w réznych miejscach. Wykonano 10 pomiaréw srednicy d i uzyskano
kolejno wyniki (w mm): 2,46; 2.49; 2.52; 2,47; 2,50; 2,51; 2,48; 2,49; 2,45; 2,50. Jaka jest $rednica
tego drutu (warto$é najlepiej ja charakteryzujaca) i z jaka niepewnoscia zostata okreslona?

10

> (di—d)°

=1 @ _ 0,02214 ~ 0,022 mm.

10
d= Z: ; = 0,02214 mm; S(d) = 10 1)

L
10

S(d) jest estymatorem odchylenia standardowego o (wzoér 4), charakteryzujacym rozrzut wyni-
kéw wokot wartosci sredniej. Niepewnosé standardowa obliczona metoda typu A (u4(d)) wynosi

_ S(d) _ 0,02214
Vi V10

Czy jednak poprawnie zanalizowaliSmy dostepne dane? Rzut oka na serie wynikéow pozwala
zauwazy¢, ze poszczegolne wartosci roznig sie znaczaco miedzy sobg i réznice te siegaja 0,05
mm, a wiec pieciu dziatek uzytej w pomiarze sruby mikrometrycznej. Swiadezy to o odstepstwie
»modelu pomiarowego” naszego drutu (jednorodny cylinder, o stalej — wzdluz catej dtugosci
— drednicy) od sytuacji rzeczywistej, a obliczona niepewno$é pomiarowa u4(d) jest miara roz-
proszenia wynikéw, wynikajacego (gltéwnie) z tego wlasnie odstepstwa. Rozproszenie wynikéw
moze jednak wynikaé¢ takze ze skonczonej doktadnosci narzedzia, a w tej sytuacji jego miarg
bedzie ocena niepewnosci standardowej typu B

~ 0,007 mm.

A
up(d) = — ~ 0,006 mm.

V3

Obie niepewnoéci sa tego samego rzedu; w takiej sytuacji mozna zastosowa¢ wzor na tzw.
catkowita (zlozong) niepewnosé

uc(d) = lua(d)? + [up(d),  albo: (8)

uc(d) = (0,007% + 0,006%)"2mm = 0,0085 mm = 0, 01mm.

Ostatecznie wynik pomiaru srednicy drutu mozemy zapisa¢ w postaci: d = 2,49(0,01) mm.
Gdyby w analogicznym pomiarze wyniki serii pomiaréw byty zawarte w przedziale 0,01 mm,
to — jak tatwo sprawdzi¢ — warto$¢ uy bytaby o rzad wielkosci mniejsza od wartosci ug. W
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tej sytuacji przyczynek od ,odstepstwa od modelu” jest do zaniedbania w stosunku do przy-
czynku ,narzedziowego”. Analogicznie, mozemy mie¢ do czynienia z sytuacjg kiedy przyczynek
yharzedziowy” bedzie zaniedbywalny w stosunku do przyczynku ,modelowego”.

Decyzja o tym, czy dla danej serii pomiarowej stosowaé ocene typu A, B czy C moze by¢ w wielu
przypadkach praktycznych trudna i zaleze¢ od subiektywnej oceny sytuacji przez eksperymen-
tatora (kierujacego sie zwykle pewnym doswiadczeniem praktycznym). O ile — co jest zupehie
zrozumiate — nie masz w tym przypadku wtasnego zdania, nalezy zapytac¢ o rade prowadzacego
¢wiczenia.

Przyktad 3.

Planujemy wykonanie pomiaru znang metoda i przyrzadem. Z opisu wynika, ze odchylenie stan-
dardowe tej metody i przyrzadu wynosi dla jednego pomiaru o = 3 (jednostki pominieto). Ile
razy nalezy powtérzy¢ pomiar by niepewnosé standardowa wyniku bylta mniejsza niz 17 Przy-
jac, ze niepewnosé standardowa typu B, up, zwigzana z doktadnoscia przyrzadu jest pomijalnie
mata. Szukang liczbe powtorzen n pomiaru znajdujemy z relacji:

o S  ~ B 2
a—%—\/ﬁ, stad ~ n=(3/1)*=09.

OdpowiedzZ: pomiar nalezy powtérzy¢ co najmniej 9 razy.
Obliczanie niepewnosci ztozonej w pomiarach posrednich

W przypadku, gdy mierzymy kilka wielko$ci fizycznych, np. z,vy, 2, ... i na ich podstawie obli-
czamy wielkosé¢ fizyczna t, bedaca funkcja wielko$ci mierzonych, niepewnosé obliczenia wielkosci
t wyznaczamy ze wzoru

wlt) = J (2 e+ (2) e+ (2 e ... )

Wzor ten mozna stosowaé przy zatozeniu, ze wielkosci mierzone: x,y, z, ... sa wielkosciami
statystycznie niezaleznymi, a takze ze niepewnosci wzgledne u(x)/z, u(y)/y,u(z)/z, ... sa male
(rzedu kilku procent lub mniejsze). Wzér ten wyraza znane w literaturze prawo przenoszenia
odchytek przypadkowych.

Przyktad 4.

Wykonano pomiar grubosci pozornej ptytki szklanej przez odczyty potozen, xr; = 4,68 mm i
r9 = 2,16 mm, dolnej i gornej powierzchni ptytki obserwowanej przy uzyciu mikroskopu. Do
odczytu polozenia uzyto czujnika mikrometrycznego. Ile wynosi grubo$¢ pozorna tej ptytki?
Grubos¢ pozorna plytki: a = r1—r9 = 2,52 mm.

Dla czujnika mikrometrycznego dziatka elementarna wynosi 0,01 mm, a zatem

u(zy) = u(ry) =u=0,01mm/1,73 = 0,0058mm.

Z prawa przenoszenia niepewnosci

2 2
uc(a) = a u? + a u? = Vu? + u2 = v2u = 0,0082 ~ 0,01 mm.
(9&:1 8372

Tak wiec grubosé pozorna plytki szklanej wyznaczona powyzsza metoda wynosi 2, 42(0,01) mm.

Przyktad 5.
Pomiar czasu trwania 15 oddechéw czlowieka w spoczynku dal wynik ¢ = 58 s. Niepewnos¢ u(t)
oszacowano na 1s. Ile wynosi przecietny czas trwania 1" jednego oddechu?

T =1t/15, azatem  u(T) =wu(t)/15~ 0,067s.

Ostatecznie T' = 3,867 s z niepewnoscig 0, 067 s.

0-7



Przyktad 6.

Zmierzony stoperem czas trwania 20 wahnig¢ wahadta wynosit ¢ = 25, 32s. Ile wynosit okres T'
badanego wahadta ?

Przyjmujemy za niepewnos$¢ pomiaru czasu wartosé tzw. czasu reakcji cztowieka, szacowang na
0,2 s. W poréwnaniu z nim niepewnos¢ zwigzana z doktadnoscia stopera elektronicznego, rzedu
0,01 s, jest pomijalnie mata.

Zatem
T = (25,325)/20 = 1,266 ~ 1,27s.

w(T) = u(t)/20 = 0,2s/20 = 0,01s.
3 ZADANIA POMIAROWE

I. Pomiar jednokrotny
Zmierz jednokrotnie wielkosci 3 trzech wybranych przez siebie przedmiotow, np.:

e szeroko$é kartki papieru z zeszytu, dtugosé otéwka, wysokosé szpalty w gazecie, odlegtosé
dwdéch kropek na kartce, dhugosé jaja kurzego — dtuzszej osi tej w przyblizeniu elipsoidy
obrotowej (rys.0-2), odleglos¢ 20 wtasnych krokéw (wykorzystujac, na przyktad, informa-
cje o dlugosci ptyty chodnikowej), itp.

e jeden kat w szkolnej ekierce,

e czas opadania pidrka z wysokosci 1 m, czas trwania 10 oddechéw (w stanie spoczynku),
e wage torebki cukru, maki, soli, kostki masta, butelki soku itp.,

e Srednice rury przy pomocy kawatka sznurka i przymiaru liniowego,

e wymysl sam interesujaca Ciebie wielkos¢ fizyczna, ktoérg jestes w stanie zmierzy¢:

1. Dobierz dostepny i Twoim zdaniem wtasciwy przyrzad pomiarowy: linial, tasme miernicza,
suwmiarke, srube mikrometryczna, wage kuchenng, wage laboratoryjng, zegar, stoper, itd.

2. Wykonaj jednokrotnie pomiary odpowiednich wielkosci wybranych obiektéw nr 1, nr 2,
nr 3 i wyniki pomiaru wpisz w tabele 1.

3. Okresl niepewnosé standardowa up kazdego pomiaru w oparciu o jakosé uzytego przyrzadu
pomiarowego (wzorl).

4. Przeanalizuj, czy w Twoim pomiarze nie wystepowaty inne przyczyny niepewnosci wyniku,
sprobuj je opisac.
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Tabela 1. Wyniki pomiaréw jednokrotnych dla trzech ré6znych przedmiotéw.

Nr Przedmiot mierzony Przyrzad pomiarowy, | (Wynik £A) | Niepewnosé Uwagi*
jakos¢ przyrzadu jednostka standardowa
up (wzor 1)
0 Szerokos¢ kartki Linial; A = 1mm (209 + 1) mm | 0,6mm up ~ 1 mm
(przyktad)
1*
2*
3*

*0) Znaczacym zrdédtem niepewnosci pomiaru jest ewentualne lekko sko$ne ustawienie liniatu
wzgledem kartki. Na podstawie kilku prob szacuje niepewnos¢ ug na okoto 1 mm.

L)

II. Pomiary wielokrotne (n > 10)
Wykonaj pomiar 10-ciokrotny i opracuj jego wynik:

e wybierz 10 Twoim zdaniem prawie identycznych przedmiotéw, np. 10 kurzych jaj, 10
jednakowych butek, 10 jednakowych owocéw, 10 zuzytych kulek tozyskowych o $rednicy
rzedu 5-10 mm, itp., i wykonaj dziesie¢ pomiaréw, kazdy dla innego przedmiotu,

e albo wykonaj 10-krotnie pomiar ,tego samego”, np. czasu 15 oddechéw w spoczynku, czy
szerokosci pokoju w 10-ciu réznych miejscach, obwodu pnia drzewa w réznych miejscach,
srednicy Ksiezyca przy pomocy monety i twierdzenia Talesa, itp.

1. Ustal co i czym bedziesz mierzyl, np.: jaja, o$ dluga tej niemal elipsoidy — suwmiarka lub
papier milimetrowy i dwie ekierki (rys.0-2); kulki, ich $rednica — $ruba mikrometryczna,
butki, Srednica podstawy — linial z dziatka 1mm; czas trwania 15 oddechow — stoper,
zegarek z sekundnikiem.

2. Wykonaj 10 razy pomiar wybranego (wybranych) obiektu (-6w) zachowujac nalezyta sta-
rannos¢ i wyniki wpisz odpowiednio do tabeli 2.
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3. Oblicz érednia arytmetyczna T [wzér(2)] i odchylenie standardowe sredniej S(z) [wzor(3)],
to jest niepewnos¢ standardowa w4, i wyniki obliczen wpisz do odpowiedniej kolumny
Tabeli 2.

4. Zastan6w sie, czy w Twoim pomiarze niepewnosé¢ typu B (up) zwiazana z jakoscia przy-
rzadu i warunkami pomiaru nie jest znaczaca i postaraj sie ja oszacowac.

5. Zapisz koncowy wynik pomiaru to jest Z oraz jego niepewnos¢ standardows, wybrang na
podstawie analizy wielko$ci uy 1 up oraz charakteru pomiaru. (bedzie to jedna z tych
dwo6ch niepewnodei, albo tez niepewnosé ztozona uc). Dodaj komentarz, w ktérym uza-
sadniasz sw6j wybor.

Rysunek 0-2: Pomiar dlugosci jaja (propozycja).
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Tabela 2. Wyniki pomiaréw wielokrotnych.

Wykonaj zadania Nr . ... /podpis
Przyktad Zadanie | Przyktad| Zadanie | Przyktad I1.3 Zadanie 11.3 Zadanie
I1.1 I1.1 I1.2 I1.2 114
Srednica Czas 15 | Czas 15 Czas reakcji Czas reakcji | .......
drutu oddechow oddechow wlasnej wlasnej | ...
X
[mm] [s] [s] [mm] [s]
1 2,46 58 220 0,2118
2 2,49 62 190 0,1968
3 2,52 65 230 0,2165
4 2,47 63 200 0,2019
5 2,50 o7 230 0,2165
6 2,51 60 240 0,2212
7 2,48 59 220 0,2118
8 2,49 64 190 0,1968
9 2,45 60 230 0,2165
10 2,50 57 240 0,2212
z 2,487 60,5 219 0,2111
S(z)| 0,022 2,89 19,1 0,094
uA 0,007 0,91 6,1 0,0029
up 0,006 1% 5**) -
uc || 0,0092 1,4 7.9 -
~ 0,01
x 2,487 60,5 219 0,211
UA 0,007 0,9 6,1 0,003*
x 2,49 60,5 219 0,211
Uc 0,001 1,4 7,9 0,004
X) patrz Przyktad 2 na stronie 0-6,
*) up ~ 1s oszacowano z niepewnosci ustalenia momentéw start-stop na zegar-
ku (poréwnaj z przykladami dotyczacymi prawa przenoszenia niepewnosci)
**) t; obliczamy z zaleznodci: t; = (2x;/9)/%; g =9,81m/s?

Hokok )

up = 5 mm oszacowano z niepewnosci odczytu kazdego wyniku
*t+  — patrz komentarz w obliczeniach do przykladu I1.2 na str.0-14.
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Tabela 2A. Wyniki pomiaréw wielokrotnych — cigg dalszy.

Przyktad 11.4 Zadanie 11.5
Objetosé (V) jaj kurzych
x—o$ dluga, y, z — osie krotkie; |
y Lz
Nr T Yi 2 V;*)
1 55 41 42 49,57
2 57 42 43 53,87
3 52 40 42 45,72
4 54 41 43 49,82
5 55 44 44 55,72
6 53 43 41 48,90
7 52 41 43 47,98
8 55 42 43 51,98
9 57 42 42 52,62
10 58 43 43 56,12
1% — — — 51,23
(V) - - - 3,41
ua(V) - - - 1,1
up(V) - - - -
uc(V) - - -
1% 51,2
u(V) L1

*) — Objetosé elipsoidy V; = 1/8 - 4/3mwsy;2; = 1/6m2:1:2;.

Uwaga: mierzone x;, y;, z; s w znacznym stopniu zalezne; dlatego nie korzystamy z prawa prze-
noszenia niepewnosci zmiennych posrednich (9), a niepewnosé u(V') obliczamy wprost z relacji
(3), to jest z rozrzutu wartosci V;. Miara rozrzutu objetosci to S(V) = 3,4cm?, estymator
odchylenia standardowego ¢ rozktadu Gaussa, ktéremu zapewne podlegaja wymiary duzej po-
pulacji jaj tej klasy. W przedziale (V 4 S(V)), tj. w przedziale (47,8 < 54,6) cm?® miedci sie 7
jaj na 10 (co odpowiada wartosci 68% oczekiwanej z rozktadu Gaussa).
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